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Re´sume´ :
Nous pre´sentons la simulation nume´rique de l’e´volution d’un disque protoplane´taire en 2D. Les
e´quations d’Euler en coordonne´es cylindriques sont re´solues par la me´thode des volumes finis. Ces
simulations nume´riques permettent d’e´tudier la persistance et la migration des vortex anticycloniques.
Nous pre´sentons deux cas : (1) des vortex produits par l’instabilite´ de Rossby, (2) des mode`les non-
line´aires de vortex introduits dans le disque. La migration des vortex est due a` l’excitation d’ondes
spirales de densite´ dans le disque.
Abstract :
This contribution describes the evolution of the protoplanetary disk using 2D numerical simulations.
The 2D Euler equations are solved with the finite volume method. The numerical simulations are used
to study the persistence and migration of anticyclonic vortices. Two cases are presented : (1) vortices
produced by a Rossby wave instability, (2) a non-linear vortex model initially implemented into the
disk. The migration of the vortices is due to spiral density waves excited by the vortex in the gas of
the disk.
Mots clefs : hydrodynamics ; vortex ;
1 Introduction
La compre´hension de l’e´volution des disques protoplane´taires est cruciale dans la proble´matique de
la formation des plane`tes. Nous sommes confronte´s a` deux proble`mes majeurs. Le premier est une
contrainte temporelle. En effet les observations de diques protoplane´taires en particulier dans l’exce`s
infrarouge re´sultant des poussie`res laissent penser qu’au dela` de 107 ans le disque est dissipe´ ([3]). Le
second est la croissance des grains dans le disque. Plusieurs the´ories ont e´te´ propose´es pour expliquer
comment les grains de la taille du micron pre´sents au de´but de la vie du disque peuvent atteindre le km
et former des plane´te´simaux ou des coeurs de plane`tes ([12], [4], [2]. La principale limite a` la croissance
des grains est que l’e´coulement est sub-ke´ple´rien alors que celui des particules est ke´ple´rien. Lorsque la
taille des particules solides est grande devant le libre parcours moyen des mole´cules de gaz, de l’ordre
de 10 cm a` 1 m, celles-ci subissent un vent qui les fait tomber sur l’e´toile en 100 ans typiquement. Le
temps de coagulation ou de se´dimentation des grains est au moins d’un ordre de grandeur supe´rieur.
Le confinement des grains dans un environnement ou` cette migration radiale est re´duite est donc
favorable a` la croissance des grains dans une e´chelle de temps suffisamment courte pour former des
ge´antes gazeuses. C’est pourquoi les vortex anticycloniques sont e´tudie´s car ils capturent en leur coeur
les particules ([1], [5]). Seuls les vortex anticycloniques persistent assez longtemps dans l’e´coulement,
les cyclones e´tant dissipe´s rapidement par le cisaillement ke´ple´rien. Plusieurs processus permettent de
former des anticyclones. En particulier les instabilite´s des ondes de Rossby ou baroclines conduisent
a` la formation de grandes structures anticycloniques.
Nous nous proposons d’e´tudier ces vortex dans le cadre d’un mode`le 2D, base´ sur le mode`le de la
Ne´buleuse Solaire de Masse Minimale, qui est le mode`le standard des disques protoplane´taires. Nous
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expliciterons ce mode`le et les e´quations d’Euler cylindriques dans une premie`re partie. Une approche
quasi line´aire des e´quations d’Euler nous permet de pre´senter un mode`le de vortex. La deuxie`me partie
est consacre´e a` la pre´sentation des simulations nume´riques. Diffe´rentes simulations d’instabilite´s de
Rossby et de mode`les de vortex seront e´tudie´es. Enfin nous de´taillerons les diffe´rents re´sultats de ces
simulations, en particulier la robustesse des vortex et leur migration.
2 Equations d’Euler et mode`le de vortex
Le mode`le standard des disques protoplane´taires en 2D est base´ sur l’e´tude de la re´partition de la
matie`re dans le syste`me solaire et sur les observations des disques. On suppose que la densite´, la
tempe´rature et la pression de´croissent comme une puissance du rayon. On fait l’hypothe`se que l’on a
un gaz diatomique d’hydroge`ne, polytropique, avec les conditions suivantes a` l’e´quilibre :
σ0 = 1700
(
r
1AU
)p
g.cm−2 T0 = 280
(
r
1AU
)q
K
P0 = kBT0 σ0 p+ q = γ p
avec −2 < p < 0 et −1 < q < 0. On choisit dans notre e´tude p = −3/2, et γ = 1.4.
2.1 Equations d’Euler
La gaz du disque est en rotation dans le potentiel ke´ple´rien de l’e´toile de masse M∗. Les e´quations de
conservation d’Euler permettent de de´crire l’e´volution de ce gaz. En coordonne´es cylindriques, avec
~V = u ~ur + v ~uθ, on e´crit :
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avec vk =
√
GM∗
r , et l’e´nergie totale du gaz σe =
P
γ−1 +
σ
2 (u
2 + v2).
Une solution stationnaire associe´e aux grandeurs thermodynamiques σ0 et P0 est donne´e par la vitesse
~V0 = u0 ~ur + v0 ~uθ suivante :
u0 = 0 (5)
v0 =
(
v2k + γp
P0
σ0
)1/2
(6)
ou` le deuxie`me terme du membre de droite de´rive de rσ0∂rP0. On remarque que du fait de sa pression,
le gaz est en rotation sub-ke´ple´rienne. Nous l’appellerons dans la suite ”la solution stationnaire”, bien
qu’il y en ait d’autres.
2.2 Mode`le de vortex
On cherche une solution quasi stationnaire non axisyme´trique des e´quations d’Euler pour cet e´coulement.
On pose :
~V = ~V0 +
~˜V (7)
~˜V = u˜ ~ur + v˜ ~uθ (8)
σ = σ0 σ˜ (9)
P = P0 P˜ (10)
c2s =
P
σ = c
2
s0
P˜
σ˜ (11)
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Si on se place dans un repe`re tournant a` ~V0, les e´quations de la densite´ et des vitesses deviennent :
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On cherche une solution stationnaire donc on pose ∂t = 0. Si on suppose que les termes en u˜v˜, v˜
2,
u˜ ∂r et
v˜
r∂θ sont petits devant les autres termes, alors le champ de vitesse est donne´ par :
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ou` on a de´finit le nombre de Mach de la solution stationnaire M2a0 =
v20
c2s0
∼ 103 ( r1AU )−(q+1).
Ainsi, en conside´rant un gaz polytropique, la seule prescription de σ˜(r, θ) donne la solution quasi
stationnaire. Notre mode`le de vortex est donne´ par :
σ˜ = 1 +A exp
[
− r
2
0
ω2r
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− 1
)2
+
1
χ2
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]]
(17)
ou` r0 et θ0 de´finissent la position du vortex, A l’amplitude au centre du vortex, ωr la largeur radiale
et χ le rapport d’aspect du vortex.
3 Simulations
La re´solution temporelle des e´quations d’Euler est effectue´e graˆce a` un code nume´rique aux volumes
finis, utilisant un solveur de Riemman exact et dont la me´thode de calcul des flux radiaux a e´te´
ame´liore´e par rapport au sche´ma MUSCL classique. L’inte´gration en temps est base´e sur la me´thode
de Runge-Kutta d’ordre 2. La stabilite´ temporelle du sche´ma est ve´rifie´e ce qui permet d’inte´grer la
solution pendant plus de 1000 rotations du disque sans erreurs significatives (10−8 sur les vitesses et
10−6 sur la densite´). Les conditions aux limites sont la continuite´ vers la solution stationnaire σ0, P0,
~V0 radialement, et la pe´riodicite´ azimuthalement.
Nous utilisons une grille polaire, avec nr = 500 mailles radiales et nθ = 1000 mailles azimuthales. De
plus 4 mailles fantoˆmes sont ajoute´es aux frontie`res du domaine pour re´duire les effets de bords. Le
disque est e´tendu de 5 AU a` 10 AU .
3.1 Instabilite´ de Rossby
La premie`re famille de simulations est l’e´tude de l’instabilite´ dite de Rossby. Nous n’aborderons pas
son e´tude de´taille´e, nous renvoyons aux articles [8] et [9] . Ces e´tude montrent qu’une perturbation
axisyme´trique de profil radial gaussien permet de la de´clancher si la hauteur et la largeur de cette
perturbation sont suffisantes. Nous introduisons donc les conditions initiales suivantes dans nos simu-
lations :
σ˜ini = 1 + f (18)
P˜ini = (1 + f)
γ (19)
u˜ini = 0 (20)
v˜ini = v0 M
−2
a0 γ(1 + f)
γ−1
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p
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)
+
r
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]
(21)
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ou` f est la perturbation. On utilise f = f0 exp
[
− (r−r0)2ω2f
]
et r0 = 7.5 AU . Nous avons re´alise´ 6
simulations avec les parame`tres f0 et ωf suivants :
f0 20% 20% 20% 30% 30% 30%
ωf 0.2 AU 0.3 AU 0.4 AU 0.2 AU 0.3 AU 0.4 AU
(a1) (a2) (a3)
(b1) (b2) (b3)
Figure 1 – Densite´ et vorticite´ relatives a` la solution stationnaire a` l’instant initial (a1 et b1), apre`s
16 rotations (a2 et b2) et apre`s 180 rotations (a3 et b3) pour f0 = 20% et ωf = 0.3 AU
3.2 Mode`les de vortex
Nous avons re´alise´ une e´tude de mode`les de vortex en changeant les parame`tres du vortex de fac¸on
syste´matique. Le vortex est positionne´ a` r0 = 7.5 AU et θ0 = 3 rad. Trois types de simulations ont
e´te´ re´alise´s :
ωr (AU) 0.6 0.6 0.5 0.7 0.9
χ 10 12.5 10 7.5 5 12 8.57 6.67
A 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.6 0.6
4 Discussion
Que les vortex soient issus de l’instabilite´ de Rossby ou impose´s dans le disque, leur e´volution est
similaire. Tout d’abord, les diffe´rentes simulations confirment que les vortex sont des solutions robustes
des e´quations d’Euler. Les Figures 1 et 2, montrant l’e´volution de diffe´rentes simulations au cours
du temps, mettent en e´vidence que sur plusieurs centaines de rotations, ces structures conservent
leur masse et leur vorticite´. Elles persistent pendant plus de 104 ans, ce qui repre´sente une fraction
importante de la vie du disque. Ce ne sont donc pas des solutions transitoires. La gamme de solutions
stables est tre`s e´tendue, en terme de largeur radiale et de rapports d’aspect. La Figure 3 montre ces
diffe´rents parame`tres pour diffe´rentes simulations. Seule la largeur radiale est plus contrainte. En effet,
le cisaillement du gaz environnant limite cette largeur a` l’e´chelle de hauteur du disque :
H =
rcs0
v0
∼ 0.45 AU a` 7.5 AU (22)
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(a1) (a2)
(b1) (b2)
Figure 2 – Densite´ et vorticite´ relatives a` la solution stationnaire a` l’instant initial (a1 et b1) et apre`s
200 rotations (a2 et b2) pour un mode`le avec A = 60%, ωr = 0.6 AU et χ = 10
(a) (b)
Figure 3 – Evolution de ωr (a) et χ (b) au cours du temps pour diffe´rentes simulations
Cependant, la plupart des vortex ont une largeur radiale ωr plus grande que 2H et sont stables ([7]).
Il semble que tout l’e´coulement se re´organise en pre´sence du vortex. De fait la structure subit un faible
cisaillement entre ses bords internes et externes.
Mais ce qui est majeur est la migration radiale des vortex. Ils perdent du moment cine´tique avec un
taux constant, comme le montre la Figure 4. L’e´mission d’ondes de densite´ qui sont spirale´es par le
cisaillement du gaz est syste´matique et est responsable du transport de moment cine´tique. L’article
[10] fait une e´tude des ondes line´aires e´mises par une perturbation et introduit le terme de flux radial
du moment cine´tique qui s’e´crit :
Fr = 2pir < rσv˜u˜ > (23)
ou` < > de´note la moyenne azimuthale. Un tel flux n’est pas associe´ a` des ondes line´aires. Or nous
mettons en e´vidence que les ondes des vortex de nos simulations ont un transport radial, constant
dans le temps. L’onde dans la partie interne du disque a un taux infe´rieur a` celle de la partie externe
(Figure 5a). Le vortex situe´ au centre de la marche perd donc du moment cine´tique. Ce flux radial est
dirige´ vers l’exte´rieur, donc le disque et le vortex migrent vers l’e´toile. Nous montrons Figure 5b que
ce transport dans les ondes est proportionnel a` la vitesse de migration du vortex.
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(a) (b)
Figure 4 – Evolution de la position du vortex (a) et de sa masse (b) au cours du temps pour diffe´rentes
simulations
(a) (b)
Figure 5 – Transport radial de moment cine´tique (a) et relation entre celui-ci et la vitesse de migration
(b) pour diffe´rentes simulations
La vitesse de migration des vortex est comprise entre 0.2 − 2 AU103 ans . Cette migration est donc fon-
damentale dans les sce´narios de formation de plane`tes et d’e´volution des disques. Elle peut justifier
la formation de jupiters chauds ou un sce´nario d’accre´tion entretenue par un grand nombre de vor-
tex re´partis dans le disque. Le mode`le de vortex que nous avons de´veloppe´ nous permet de mieux
comprendre ce phe´nome`ne non-line´aire et nous comptons pre´senter la suite de nos travaux dans une
publication a` venir.
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